Ýëåìåíòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Ìíîãèå îáúåêòû ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí îïðåäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì óêàçàíèÿ îïåðàöèé, êîòîðûå ìîæíî âûïîëíÿòü íàä îáúåêòàìè, è ñâîéñòâ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ýòè îïåðàöèè. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé îïåðèðóåò ñ ñîáûòèÿìè è âåðîÿòíîñòÿìè. Ýòè ïîíÿòèÿ â òåîðèè ôîðìàëüíî íå îïðåäåëÿåòñÿ. Ïîëåçíî ïðîâåñòè ñâÿçü ïîíÿòèÿ ñîáûòèÿ ñ òàêèìè ïîíÿòèÿìè, êàê ñëó÷àéíîå ÿâëåíèå, èñõîä èñïûòàíèÿ. Ìîæíî ïîÿñíèòü, ÷òî ñîáûòèÿ – ýòî ÿâëåíèÿ, êîòîðûå â ðàçëè÷íûõ èñïûòàíèÿõ ïðîòåêàþò ïî ðàçíîìó. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ìîæíî ïîíèìàòü êàê êîëè÷åñòâåííóþ ìåðó åãî «âîçìîæíîñòè».

Öåëüþ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå çàêîíîìåðíîñòåé, êîòîðûì ïîä÷èíÿþòñÿ ñîáûòèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðèâëåêàåò ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ïî ñâîåìó ìåòîäó ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì è ëîãè÷åñêè òî÷íûì ðàçäåëîì ìàòåìàòèêè.

Ñîäåðæàíèå ïîíÿòèÿ ñîáûòèÿ ðàñêðûâàåòñÿ â ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèÿõ.

Íåâîçìîæíûì íàçûâàþò ñîáûòèå � EMBED Equation.2  ���, êîòîðîå â ïðèíÿòûõ óñëîâèÿõ íå ìîæåò ïðîèçîéòè. Äîñòîâåðíûì íàçûâàþò ñîáûòèå U, êîòîðîå â ïðèíÿòûõ óñëîâèÿõ íå ìîæåò íå ïðîèçîéòè.

Ñîáûòèÿ íàçûâàþò íåñîâìåñòíûìè, åñëè ïîÿâëåíèå ëþáîãî èç íèõ èñêëþ÷àåò ïîÿâëåíèå îñòàëüíûõ (â òîì æå èñïûòàíèè). Åñëè îäíîâðåìåííîå îñóùåñòâëåíèå ñîáûòèé âîçìîæíî, òî ñîáûòèÿ íàçûâàþò ñîâìåñòíûìè.

Ñîáûòèÿ íàçûâàþò ðàâíîâîçìîæíûìè, åñëè â ïðèíÿòûõ óñëîâèÿõ íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü ëþáîå èç íèõ áîëåå âîçìîæíûì, íåæåëè äðóãèå.

Ñîáûòèÿ íàçûâàþò íåçàâèñèìûìè, åñëè ïîÿâëåíèå ëþáîãî èç íèõ íå ñêàçûâàåòñÿ íà âîçìîæíîñòè ïîÿâëåíèÿ îñòàëüíûõ.

Ñîáûòèÿ îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó, åñëè â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ äîëæíî ïîÿâèòüñÿ õîòÿ áû îäíî èç íèõ.

Ñîáûòèÿ íàçûâàþò ãèïîòåçàìè, åñëè îíè íåñîâìåñòíû è îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó.

Ðàâíîâîçìîæíûå ãèïîòåçû íàçûâàþò ñëó÷àÿìè.

Ñóììîé ñîáûòèé A1, A2, ..., An íàçûâàþò ñîáûòèå B, ñîñòîÿùåå â îñóùåñòâëåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç ñîáûòèé-ñëàãàåìûõ A1, A2, ..., An; çàïèñûâàþò:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïðîèçâåäåíèåì ñîáûòèé A1, A2, ..., An íàçûâàþò ñîáûòèå B, ñîñòîÿùåå â îñóùåñòâëåíèè âñåõ ñîáûòèé-ñîìíîæèòåëåé A1, A2, ..., An; çàïèñûâàþò:

� EMBED Equation.2  ���.

Ñîáûòèå B íàçûâàþò ïðîòèâîïîëîæíûìè ñîáûòèþ A, åñëè B ñîñòîèò â íåïîÿâëåíèè A; çàïèñûâàþò: � EMBED Equation.2  ���. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè � EMBED Equation.2  ���, òî � EMBED Equation.2  ���. Î÷åâèäíî, ÷òî äâå ãèïîòåçû âñåãäà áóäóò ïðîòèâîïîëîæíûìè ñîáûòèÿìè.

Çàìå÷àíèå 3. Ïîä ðàçíîñòüþ äâóõ ñîáûòèé A è B ìîæíî ïîíèìàòü ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â îñóùåñòâëåíèè A è íåîñóùåñòâëåíèè B. Ðàçíîñòü ñîáûòèé çàïèñûâàþò ñ ïîìîùüþ çíàêà ðàçíîñòè äâóõ ìíîæåñòâ:

� EMBED Equation.2  ���.

Åñëè ñîáûòèå B ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñîáûòèÿ A: � EMBED Equation.2  ���, òî ñîáûòèå-ïðè÷èíó A íàçûâàþò áëàãîïðèÿòñòâóþùèì ñîáûòèþ-ñëåäñòâèþ B. Îòíîøåíèå áëàãîïðèÿòñòâèÿ ÷àñòî çàïèñûâàþò êàê îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ: � EMBED Equation.2  ���.

Èç ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò ðÿä ñâîéñòâ.

1. A+A=A

2. AA=A

3. � EMBED Equation.2  ��� (ïðîòèâîïîëîæíûå ñîáûòèÿ îáðàçóþ ïîëíóþ ãðóïïó)

4. � EMBED Equation.2  ���	(ïðîòèâîïîëîæíûå ñîáûòèÿ íåñîâìåñòíû)

5. A+U=U (ãðóïïà, âêëþ÷àþùàÿ äîñòîâåðíîå ñîáûòèå – ïîëíàÿ)

6. AU=A (äîñòîâåðíîå ñîáûòèå ñîâìåñòíî ñ ëþáûì äðóãèì)

7. � EMBED Equation.2  ��� ()

8. � EMBED Equation.2  ��� (íåâîçìîæíîå ñîáûòèå íåñîâìåñòíî ñ ëþáûì äðóãèì)

9. A+(B+C)=(A+B)+C (ñëîæåíèå ñîáûòèé àññîöèàòèâíî)

10. A(BC)=(AB)C (óìíîæåíèå ñîáûòèé àññîöèàòèâíî)

11. A(B+C)=AC+BC (óìíîæåíèå ñîáûòèé äèñòðèáóòèâíî  îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ)

12. Åñëè � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ���, òî � EMBED Equation.2  ��� (îòíîøåíèå áëàãîïðèÿòñòâèÿ òðàíçèòèâíî)

13. � EMBED Equation.2  ��� (ïåðâîå ïðàâèëî äå Ìîðãàíà: ñóììà ïðîòèâîïîïëîæíûõ ñîáûòèé ïðîòèâîïîëîæíà ïðîèçâåäåíèþ èñõîäíûõ).

14. � EMBED Equation.2  ��� (âòîðîå ïðàâèëî äå Ìîðãàíà: ïðîèçâåäåíèå ïðîòèâîïîïëîæíûõ ñîáûòèé ïðîòèâîïîëîæíî ñóììå èñõîäíûõ).

Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé âîçíèêëà èç àíàëèçà àçàðòíûõ èãð. Áîëüøèíñòâî ñèòóàöèé â àçàðòíûõ èãðàõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îïûòû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èñõîäîâ. Äëÿ àíàëèçà ïîäîáíûõ îïûòîâ èñïîëüçóþò ïðàâèëà è ôîðìóëû êîìáèíàòîðèêè – äèñöèïëèíû, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû.

Ñïðàâåäëèâû ïðàâèëà:

1. Ïðàâèëî ñóììû. Åñëè îáúåêò A ìîæåò áûòü âûáðàí m ñïîñîáàìè, à îáúåêò B – äðóãèìè n ñïîñîáàìè, òî âûáîð îäíîãî èç îáúåêòîâ «ëèáî A, ëèáî B» ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí m+n ñïîñîáàìè.

2. Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè îáúåêò A ìîæåò áûòü âûáðàí m ñïîñîáàìè, è ïîñëå êàæäîãî èç òàêèõ âûáîðîâ îáúåêò B ìîæåò áûòü âûáðàí n ñïîñîáàìè, òî âûáîð äâóõ îáúåêòîâ «A è B» â óêàçàííîì ïîðÿäêå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí mn ñïîñîáàìè.

Ïóñòü ìíîæåñòâî ñîäåðæèò n îáúåêòîâ. Ïåðåñòàíîâêîé íàçûâàåòñÿ ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå. ×èñëî ïåðåñòàíîâîê èç n îáúåêòîâ ðàâíî Pn=n!. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâûé îáúåêò ìîæåò áûòü âûáðàí n ñïîñîáàìè, ïîñëå ÷åãî â ìíîæåñòâå îñòàíåòñÿ � EMBED Equation.2  ��� îáúåêòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîé îáúåêò ìîæåò áûòü âûáðàí � EMBED Equation.2  ��� ñïîñîáàìè, è ò.ä. Â ñèëó ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ: � EMBED Equation.2  ���.

Ðàçìåùåíèåì èç n îáúåêòîâ ïî m íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé âûáîð m îáúåêòîâ èç n. ×èñëî ðàçìåùåíèé èç n îáúåêòîâ ïî m ðàâíî:

� EMBED Equation.2  ���.

Ñî÷åòàíèåì èç n îáúåêòîâ ïî m íàçûâàåòñÿ âûáîð m îáúåêòîâ èç n áåç ó÷åòà ïîðÿäêà. ×èñëî ñî÷åòàíèé èç n îáúåêòîâ ïî m ðàâíî:

� EMBED Equation.2  ���.

×èñëî ñî÷åòàíèé � EMBED Equation.2  ��� íàçûâàåòñÿ áèíîìèàëüíûì êîýôôèöèåíòîì.

Âåðîÿòíîñòü. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ê àíàëèçó ñîáûòèé îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì, åñëè êàæäîìó ñîáûòèþ A ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî

� EMBED Equation.2  ���,

íàçûâàåìîå âåðîÿòíîñòüþ. Âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ ïî îïðåäåëåíèþ ïðèíèìàþò ðàâíîé íóëþ:

� EMBED Equation.2  ���,

à âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî – ðàâíîé åäèíèöå:

� EMBED Equation.2  ���.

Åñëè ñîáûòèå íåâîçìîæíî, òî åãî âåðîÿòíîñòü ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà íóëþ. Îäíàêî ñóùåñòâóþò âîçìîæíûå ñîáûòèÿ ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ.

Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ ìîæíî ïîÿñíèòü, èñïîëüçóÿ èíîå âåñüìà áëèçêîå ïî ñîäåðæàíèþ îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ýêñïåðèìåíò (ñîâîêóïíîñòü óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ìîæåò íàñòóïèòü ñîáûòèå A) äîïóñêàåò ìíîãîêðàòíîå ïîâòîðåíèå. ×àñòíîå îò äåëåíèÿ ÷èñëà ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A íà îáùåå ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ íàçûâàþò ñòàòèñòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ, èëè ÷àñòîòîé ñîáûòèÿ:

� EMBED Equation.2  ���.

Ñâÿçü ÷àñòîòû ñ âåðîÿòíîñòüþ óñòàíàâëèâàåò òåîðåìà Áåðíóëëè: ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïðàêòè÷åñêîé äîñòîâåðíîñòüþ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ÷àñòîòà � EMBED Equation.2  ��� ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò âåðîÿòíîñòè � EMBED Equation.2  ��� â êàæäîì îòäåëüíîì îïûòå.

Â íåêîòîðûé ïðîñòåéøèõ ýêñïåðèìåíòàõ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé óäàåòñÿ íàéòè, èñõîäÿ èç ñèììåòðèé ýêñïåðèìåíòà îòíîñèòåëüíî âîçìîæíûõ èñõîäîâ. Åñëè èñõîäû � EMBED Equation.2  ��� ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àÿìè, òî âåðîÿòíîñòè âñåõ èñõîäîâ îäèíàêîâû è ðàâíû:

� EMBED Equation.2  ���.

Åñëè ìîæíî âûäåëèòü òå m ñëó÷àåâ, êîòîðûå âëåêóò çà ñîáîé ñîáûòèå A, òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ðàâíà:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íàçûâàþò êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè: âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ åñòü ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ÷èñëà ñëó÷àåâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ A, íà ïîëíîå ÷èñëî ñëó÷àåâ.

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Òåîðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ èñïîëüçóþò ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ïî èçâåñòíûì âåðîÿòíîñòÿì îäíèõ ñîáûòèé íàõîäèòü âåðîÿòíîñòè äðóãèõ, ñâÿçàííûõ ñ íèìè ñîáûòèé. Äàííûå ìåòîäû áàçèðóþòñÿ íà äâóõ îñíîâíûõ òåîðåìàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Òåîðåìà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Âåðîÿòíîñòü ñóììû íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé ñëàãàåìûõ:

� EMBED Equation.2  ���.

Êàê ñëåäñòâèå, åñëè ñîáûòèÿ Hi ÿâëÿþòñÿ ãèïîòåçàìè, òî ñóììà èõ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà åäèíèöå:

� EMBED Equation.2  ���.

Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò � EMBED Equation.2  ���, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ ëåãêî íàéòè, çíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðÿìîãî:

� EMBED Equation.2  ���.

Åñëè äâà ñîáûòèÿ A è B ñîâìåñòíû, òî âåðîÿòíîñòü èõ ñóììû ðàâíà ñóììå èõ âåðîÿòíîñòåé çà âû÷åòîì âåðîÿòíîñòè èõ ïðîèçâåäåíèÿ:

� EMBED Equation.2  ���.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñîáûòèé ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà ñòàíîâèòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêîé. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñëåäóåò ïî âîçìîæíîñòè èçáåãàòü ñóìì ñîâìåñòíûõ ñîáûòèé.

Åñëè ñîáûòèÿ A è B çàâèñèìû, òî äëÿ èõ îïèñàíèÿ ïðèâëåêàþò âåëè÷èíó, íàçûâàåìóþ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ.

Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ � EMBED Equation.2  ��� íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B, âû÷èñëåííàÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçîøëî äðóãîå ñîáûòèå A. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå ÷àñòî ôîðìóëèðóþò êàê òåîðåìó óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé: âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñîáûòèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòè ëþáîãî èç íèõ íà óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü äðóãîãî:

� EMBED Equation.2  ���.

Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, ôîðìóëà Áàéåñà

Âàæíåéøèìè ñëåäñòâèÿìè îñíîâíûõ òåîðåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è ôîðìóëà Áàéåñà.

Òåîðåìà (ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè). Åñëè ñîáûòèå ìîæåò ïîÿâèòüñÿ òîëüêî âìåñòå ñ îäíîé èç ãèïîòåç, òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ðàâíà ñóììå ïðîèçâåäåíèé âåðîÿòíîñòåé êàæäîé ãèïîòåçû íà óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ïðè äàííîé ãèïîòåçå:

� EMBED Equation.2  ���.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ, ñîáûòèÿ Hi îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèÿìè îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ñîáûòèé è ó÷èòûâàÿ, ÷òî AU=A, ïîëó÷èì:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïî óñëîâèþ, ñîáûòèÿ Hi íåñîâìåñòíû. Íî òîãäà âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè òàêæå íåñîâìåñòíû, è âåðîÿòíîñòü ñóììû ñîáûòèé ðàâíà ñóììå èõ âåðîÿòíîñòåé:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ê êàæäîìó ñëàãàåìîìó â ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷èì:

� EMBED Equation.2  ���, ÷.ò.ä.

Òåîðåìà (ôîðìóëà Áàéåñà). Åñëè èçâåñòíû «äîîïûòíûå» (àïðèîðíûå) âåðîÿòíîñòè P(Hi) ãèïîòåç Hi, òî èõ «ïîñëåîïûòíûå» (àïîñòåðèîðíûå) âåðîÿòíîñòè P(Hi|A) ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê ÷àñòíûå:

� EMBED Equation.2  ���.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A:

� EMBED Equation.2  ���,

� EMBED Equation.2  ���.

Ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.

Ôîðìóëà Áàéåñà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êîððåêòèðîâêè âåðîÿòíîñòåé âûäâèíóòûõ äî îïûòà ãèïîòåç ïî ìåðå ïîñòóïëåíèÿ íîâîé èíôîðìàöèè.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò òî èëè èíîå íåèçâåñòíîå çàðàíåå çíà÷åíèå èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà. Â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ýòîãî ìíîæåñòâà ðàçëè÷àþò äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îáðàçóþò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîå); âñå çíà÷åíèÿ ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.

Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû çàïîëíÿþò íåêîòîðûé îòðåçîê; ýòè çíà÷åíèÿ íåâîçìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü. Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

êîîðäèíàòà òî÷êè ïîïàäàíèÿ ïðè âûñòðåëå;

âðåìÿ äî ðàñïàäà àòîìà ðàäèîàêòèâíîãî ýëåìåíòà;

äëèòåëüíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà.

Èñ÷åðïûâàþùåé õàðàêòåðèñòèêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ – çàêîí, óñòàíàâëèâàþùèé ñâÿçü ìåæäó âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè.

Íàèáîëåå îáùåé ôîðìîé çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ – âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèìåò çíà÷åíèå, ìåíüøåå çàäàííîãî:

� EMBED Equation.2  ���.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ – íåîòðèöàòåëüíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, èçìåíÿþùàÿñÿ îò 0 äî 1:

� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���.

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà äàííûé ïîëóîòêðûòûé èíòåðâàë � EMBED Equation.2  ��� ðàâíà

� EMBED Equation.2  ���.

Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà äèñêðåòíà, òî åå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî çàäàòü â âèäå ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ – ìíîæåñòâà ïàð � EMBED Equation.2  ��� çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû xi è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì âåðîÿòíîñòåé pi. Ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàþò ìíîãîóãîëüíèêîì ðàñïðåäåëåíèÿ. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ «ñòóïåí÷àòîé»: îíà ïîñòîÿííà âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, â êîòîðûõ îíà òåðïèò ðàçðûâû I ðîäà. Â òî÷êàõ ðàçðûâà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíà ñëåâà.

Ïðèìåð. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X – ÷èñëî âûïàäåíèé ãåðáà ïðè òðåõ áðîñàíèÿõ ìîíåòû. Ïîñòðîèòü ðÿä è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíèìàòü ÷åòûðå çíà÷åíèÿ: îò 0 äî 3. Ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè ëåãêî îòûñêàòü, èñïîëüçóÿ òåîðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé:

� EMBED Equation.2  ���;	� EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���;	� EMBED Equation.2  ���.

Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

xi�0�1�2�3��pi�1/8�3/8�3/8�1/8��Íåòðóäíî çàìåòèòü, ñóììà âñåõ âåðîÿòíîñòåé âî âòîðîé ñòðîêå îêàçàëàñü ðàâíîé åäèíèöå: ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò êàêîå-ëèáî èç ñâîèõ çíà÷åíèé, ÿâëÿåòñÿ äîñòîâåðíûì.

�

Ðèñ. 12.1

Ìíîãîóãîëüíèê ðàñïðåäåëåíèÿ èçîáðàæåí íà ðèñ. 12.1.

Ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåì èñõîäèòü íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíî íóëþ. Íî òîãäà äëÿ ëþáîãî � EMBED Equation.2  ��� ñîáûòèå � EMBED Equation.2  ��� îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì. Ïîýòîìó âî âñåõ òî÷êàõ ïîëóïðÿìîé � EMBED Equation.2  ��� ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà íóëþ.

Äëÿ ëþáîãî � EMBED Equation.2  ��� ñîáûòèå � EMBED Equation.2  ��� ðàâíîñèëüíî ñîáûòèþ � EMBED Equation.2  ��� (â òàáëèöå òîëüêî îäíî çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ìåíüøåå åäèíèöû – � EMBED Equation.2  ���). Ïîýòîìó âî âñåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà � EMBED Equation.2  ��� ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ � EMBED Equation.2  ���:

� EMBED Equation.2  ���.

Åñëè � EMBED Equation.2  ���, òî ñîáûòèå � EMBED Equation.2  ��� ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî äâóìÿ íåñîâìåñòíûìè ñïîñîáàìè: èëè � EMBED Equation.2  ���, èëè � EMBED Equation.2  ���. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ïîëó÷èì:

� EMBED Equation.2  ���.

Àíàëîãè÷íî:

� EMBED Equation.2  ���.

�

Ðèñ. 12.2

Ïðè x>3 ñîáûòèå � EMBED Equation.2  ��� îêàçûâàåòñÿ äîñòîâåðíûì (â òàáëèöå íåò çíà÷åíèé xi, ïðåâûøàþùèõ 3). Ïîýòîìó � EMBED Equation.2  ���.

Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 12.2.

Ðàçíîñòè ïðàâîãî è ëåâîãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êàõ ðàçðûâà ðàâíû âåðîÿòíîñòÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

Çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íåëüçÿ ïåðåíóìåðîâàòü, ïîýòîìó íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íå ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ (êàæäîå îòäåëüíîå çíà÷åíèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååò íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü).

Äëÿ îïèñàíèÿ íåïðåðûâíîé ÑÂ ïðèâëåêàþò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè – ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

� EMBED Equation.2  ���.

Ãðàôèê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íàçûâàþò êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òàê êàê ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåóáûâàþùàÿ, òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îêàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé.

Ïî èçâåñòíîé ïëîòíîñòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè êàê èíòåãðàë:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè � EMBED Equation.2  ��� ðàâíû 1 è 0, ïîýòîìó:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íàçûâàþò óñëîâèåì íîðìèðîâêè.

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà äàííûé èíòåðâàë:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïðèìåð. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè:

� EMBED Equation.2  ���.

Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè (îíà íåîòðèöàòåëüíà). Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíñòàíòû a âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè:

� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���.

Îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè:

� EMBED Equation.2  ���.

Íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

� EMBED Equation.2  ���.

Ãðàôèêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè) ïîêàçàíû íà ðèñ. 12.3.

�

Ðèñ. 12.3 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ – ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè,�ïóíêòèð – ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ)

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùèì îïèñàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Îäíàêî òîãäà, êîãäà åå èñïîëüçîâàíèå îêàçûâàåòñÿ èçáûòî÷íûì, äëÿ îïèñàíèÿ ïðèâëåêàþò ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè. Âàæíåéøèìè ñðåäè íèõ ÿâëÿþòñÿ ìîìåíòû – íà÷àëüíûå è öåíòðàëüíûå.

Íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà s äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàõîäèòñÿ êàê ñóììà:

� EMBED Equation.2  ���.

Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè ñóììèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà íåïðåðûâíî, òî åå íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà s ìîæåò áûòü íàéäåí êàê èíòåãðàë:

� EMBED Equation.2  ���,

ãäå � EMBED Equation.2  ��� – ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè.

Öåíòðàëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà s äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàõîäèòñÿ êàê ñóììà:

� EMBED Equation.2  ���.

Äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

� EMBED Equation.2  ���.

Çàìå÷àíèå. Ïåðâûé öåíòðàëüíûé ìîìåíò âñåãäà ðàâåí íóëþ. Íàïðèìåð, äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

� EMBED Equation.2  ���.

Âàæíåéøèìè ìîìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ïåðâûé íà÷àëüíûé è âòîðîé öåíòðàëüíûé. Îíè èìåþò ñïåöèàëüíûå íàçâàíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàþò åå ïåðâûé íà÷àëüíûé ìîìåíò:

M[X]=a1.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå õàðàêòåðèçóåò «öåíòð» ðàñïðåäåëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà â ìåõàíèêå. Ïîýòîìó ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè ñèñòåìû ÷àñòèö ñ ìàññàìè pi, ðàñïîëîæåííûìè â òî÷êàõ xi. Àíàëîãè÷íî, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè áåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ f(x).

Äèñïåðñèåé (èíà÷å, ðàññåÿíèåì) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàþò åå âòîðîé öåíòðàëüíûé ìîìåíò:

D[X]=m2.

Ñ äèñïåðñèåé ñâÿçàíî ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå (èíà÷å, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå): � EMBED Equation.2  ��� – õàðàêòåðèñòèêà, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Äèñïåðñèÿ õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü âûðàæåííîñòè «õâîñòîâ» ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ çíà÷åíèé, óäàëåííûõ îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Îáðàùàÿñü ê îïðåäåëåíèþ âòîðîãî öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìåõàíè÷åñêîé àíàëîãèåé äèñïåðñèè áóäåò ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî öåíòðà òÿæåñòè.

Ìîìåíòû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ìàëîèíôîðìàòèâíû è èñïîëüçóþòñÿ ðåäêî. Ñðåäè ñâÿçàííûõ ñ íèìè õàðàêòåðèñòèê îáû÷íî âûäåëÿþò àñèììåòðèþ:

� EMBED Equation.2  ���,

è ýêñöåññ:

� EMBED Equation.2  ���.

Àñèììåòðèÿ õàðàêòåðèçóåò «ñêîñ» ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, à ýêñöåññ – «ïëîñêîâåðøèííîñòü» èëè «îñòðîâåðøèííîñòü» ðàñïðåäåëåíèÿ. 

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòîâ ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììû è èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò. Îäíàêî ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà ìîìåíòà ñõîäèìîñòü ñóìì è èíòåãðàëîâ óõóäøàåòñÿ; ïîýòîìó íåêîòîðûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íå èìåþò íå òîëüêî äèñïåðñèè, íî äàæå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Èñïîëüçîâàíèÿ ìîìåíòîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñëåäóåò èçáåãàòü.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèçóåò âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ X<x. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàåò îáðàòíàÿ çàäà÷à: äëÿ çàäàííîé âåðîÿòíîñòè p ñîáûòèÿ X<x íàéòè çíà÷åíèå x ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå xp, íàçûâàåìîå p-êâàíòèëüþ (èíà÷å – ïðîöåíòíîé òî÷êîé) íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

� EMBED Equation.2  ���.

Âàæíåéøåé êâàíòèëüþ ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíà x1/2: çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðîãî ñîáûòèÿ X< x1/2 è X> x1/2 ðàâíîâåðîÿòíû:

� EMBED Equation.2  ���.

Ìåäèàíà, òàê æå êàê è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, õàðàêòåðèçóåò ïîëîæåíèå «öåíòðà» ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ýòîé æå öåëè èíîãäà ïðèâëåêàþò åùå îäíó õàðàêòåðèñòèêó: ìîäó. Ìîäîé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàþò åå íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå. Äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîäà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. 

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñàìè ÿâëÿþòñÿ íåñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû (íåçàâèñèìûõ) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ñóììå èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé:

� EMBED Equation.2  ���.

Äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y ñ ðÿäàìè ðàñïðåäåëåíèé � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ���.

Îáðàçóåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó � EMBED Equation.2  ��� ñ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ:

� EMBED Equation.2  ���.

Òîãäà:

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���, ÷.ò.ä.

2. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ (íåçàâèñèìûõ) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé:

� EMBED Equation.2  ���.

Âíîâü, äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî äëÿ äâóõ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y ñ ðÿäàìè ðàñïðåäåëåíèé � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ���.

Îáðàçóåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó � EMBED Equation.2  ��� ñ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ:

� EMBED Equation.2  ���.

Òîãäà:

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���, ÷.ò.ä.

Ñëåäñòâèå. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ: � EMBED Equation.2  ���.

Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò: ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A â îäíîì èñïûòàíèè ðàâíî âåðîÿòíîñòè ýòîãî ñîáûòèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà p. Íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X – ÷èñëà ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A â îäíîì èñïûòàíèè. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ìîæåò ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ: 1 (ñ âåðîÿòíîñòüþ p) è 0 (c âåðîÿòíîñòüþ q=1-p). Òîãäà:

� EMBED Equation.2  ���, ÷.ò.ä.

Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòîâ, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå, âûðàæàþùåå âòîðîé öåíòðàëüíûé ìîìåíò ÷åðåç íà÷àëüíûå:

� EMBED Equation.2  ���.�(a)��Ïîäîáíûå ñîîòíîøåíèÿ ñïîñîáñòâóþò óïðîùåíèþ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî äèñïåðñèè: äèñïåðñèÿ ñóììû (íåçàâèñèìûõ) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ñóììå èõ äèñïåðñèé:

� EMBED Equation.2  ���.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (a), ïîëó÷èì:

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���, ÷.ò.ä.

Ñëåäñòâèå 1. Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íå èçìåíèòüñÿ ïðè ñëîæåíèè åå ñ êîíñòàíòîé: � EMBED Equation.2  ���.

Ñëåäñòâèå 2. Äèñïåðñèÿ ðàçíîñòè äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ñóììå èõ äèñïåðñèé: � EMBED Equation.2  ���.

Ïîâòîðåíèå îïûòîâ. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ëîêàëüíàÿ è èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìû Ëàïëàñà.

Ïóñòü ñîáûòèå A ïîÿâëÿåòñÿ â ñåðèè èç n íåçàâèñèìûõ îïûòîâ. Ïóñòü âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A â êàæäîì îïûòå ïîñòîÿííà è ðàâíà � EMBED Equation.2  ��� (âåðîÿòíîñòü íåïîÿâëåíèÿ � EMBED Equation.2  ���). Äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñïûòàíèé íàçûâàåòñÿ ñõåìîé Áåðíóëëè. Ïîñòðîèì åå âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X – ÷èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè èç îòðåçêà [0;n]. Íàéäåì èõ âåðîÿòíîñòè.

Îáîçíà÷èì: Ai – ïîÿâëåíèå ñîáûòèÿ A â i-ì èñïûòàíèè, � EMBED Equation.2  ��� – íåïîÿâëåíèå ñîáûòèÿ A â i-ì èñïûòàíèè, Bm (� EMBED Equation.2  ���) – ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî â n èñïûòàíèÿõ ñîáûòèå A ïîÿâèëîñü ðîâíî m ðàç.

Ïðåäñòàâèì ñîáûòèå Bm ÷åðåç ñîáûòèÿ Ai. Ñîáûòèå Bm ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî íåñêîëüêèìè íåñîâìåñòíûìè ñïîñîáàìè:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïðè ýòîì ÷èñëî ñïîñîáîâ ðåàëèçàöèè ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ âûáîðà m ñîáûòèé èç n, ò.å. ÷èñëó ñî÷åòàíèé � EMBED Equation.2  ���. Âåðîÿòíîñòè âñåõ ñëàãàåìûõ îäèíàêîâû è ðàâíû � EMBED Equation.2  ���. Òîãäà ïî òåîðåìå ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Áåðíóëëè. Îíî îïðåäåëÿåò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X (÷èñëà ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A), êîòîðîå íàçûâàþò áèíîìèàëüíûì. Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä:

xm�0�1�...�n��pm�� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����...�� EMBED Equation.2  �����Íàéäåì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå n âñïîìîãàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

X1 – ÷èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ â ïåðâîì èñïûòàíèè;

X2 – ÷èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ âî âòîðîì èñïûòàíèè;

...

Xn – ÷èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ â n-ì èñïûòàíèè.

Âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xi, � EMBED Equation.2  ��� èìåþò îäèíàêîâûå ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ:

xij, � EMBED Equation.2  ����0�1��pij, � EMBED Equation.2  ����q = 1 – p�p��Ïîýòîìó ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êàæäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xi ðàâíî âåðîÿòíîñòè p ñîáûòèÿ A. Òàê êàê X=X1+X2+...+Xn, òî:

� EMBED Equation.2  ���.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííîé ïî áèíîìèàëüíîìó çàêîíó, ðàâíî np.

Íàéäåì äèñïåðñèþ êàæäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xi. Èìååì:

� EMBED Equation.2  ���.

Ñëåäîâàòåëüíî, äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííîé ïî áèíîìèàëüíîìó çàêîíó, ðàâíà:

� EMBED Equation.2  ���.

Åñëè ÷èñëî èñïûòàíèé n âåëèêî, òî äëÿ ïðèáëèæåííîãî îòûñêàíèÿ âåðîÿòíîñòåé èñïîëüçóþò ëîêàëüíóþ òåîðåìó Ëàïëàñà: åñëè âåðîÿòíîñòü p íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A â êàæäîì èñïûòàíèè ïîñòîÿííà è îòëè÷íà îò íóëÿ è åäèíèöû, òî âåðîÿòíîñòü Pm,n òîãî, ÷òî ñîáûòèå A ïðîèçîéäåò ðîâíî m ðàç â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ïðèáëèæåííî ðàâíà

� EMBED Equation.2  ���,

ãäå � EMBED Equation.2  ��� – ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, � EMBED Equation.2  ��� – åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íà äàííûé èíòåðâàë ìîæåò áûòü íàéäåíà íà îñíîâàíèè èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Ëàïëàñà: åñëè âåðîÿòíîñòü p íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A â êàæäîì èñïûòàíèè ïîñòîÿííà è îòëè÷íà îò íóëÿ è åäèíèöû, òî âåðîÿòíîñòü � EMBED Equation.2  ���òîãî, ÷òî ñîáûòèå A ïðîèçîéäåò íå ìåíåå a è íå áîëåå b ðàç â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ïðèáëèæåííî ðàâíà:

� EMBED Equation.2  ���,

ãäå � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� – ôóíêöèÿ Ëàïëàñà.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ëîêàëüíîé è èíòåãðàëüíîé òåîðåì Ëàïëàñà ïðèíÿòî ñ÷èòàòü óñëîâèå � EMBED Equation.2  ���.

Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà.

Ïóñòü â íåêîòîðîé ñèñòåìå â òå÷åíèå îïðåäåëåííîãî èíòåðâàëà âðåìåíè ìîæåò ïðîèñõîäèòü ñëó÷àéíîå ÷èñëî ñîáûòèé. Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. Âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ çàäàííîãî ÷èñëà m ñîáûòèé çàâèñèò òîëüêî îò ýòîãî ÷èñëà m è ïðîäîëæèòåëüíîñòè èíòåðâàëà t (è íå çàâèñèò îò íà÷àëà îòñ÷åòà).

2. Ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà (âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ m ñîáûòèé íà ëþáîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè íå çàâèñèò îò òîãî, ïîÿâëÿëèñü èëè íå ïîÿâëÿëèñü ñîáûòèÿ â ïðîìåæóòêè âðåìåíè, ïðåäøåñòâóþùèå äàííîìó).

3. Âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ äâóõ è áîëåå ñîáûòèé â òå÷åíèå ìàëîãî èíòåðâàëà Dt ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ íàñòóïëåíèÿ îäíîãî ñîáûòèÿ.

Ïîäîáíóþ ñèñòåìó ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîòîêîì ñîáûòèé. Ïðè ýòîì ïåðâîå óñëîâèå âûðàæàåò ñâîéñòâî ñòàöèîíàðíîñòè ïîòîêà, âòîðîå óñëîâèå âûðàæàåò îòñóòñòâèå ïîñëåäåéñòâèÿ, òðåòüå óñëîâèå âûðàæàåò ñâîéñòâî îðäèíàðíîñòè. Ïîòîê, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ýòè óñëîâèÿ, íàçûâàþò ïðîñòåéøèì, èëè ïóàññîíîâñêèì.

Íàéäåì âåðîÿòíîñòü Pm òîãî, ÷òî â òå÷åíèå èíòåðâàëà t ïðîèçîéäåò ðîâíî m ñîáûòèé.

Ðàçäåëèì èíòåðâàë t íà n èíòåðâàëîâ � EMBED Equation.2  ���. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ñîáûòèé, ïðîèçîøåäøèõ â òå÷åíèè èíòåðâàëà Dt, ðàâíî lDt. Íî òîãäà, â ñèëó ìàëîñòè èíòåðâàëà Dt, êàê âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ðîâíî îäíîãî ñîáûòèÿ, òàê è âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî ñîáûòèÿ ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûìè � EMBED Equation.2  ���. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèè èíòåðâàëà Dt íå ïðîèçîéäåò íè îäíîãî ñîáûòèÿ, ðàâíà � EMBED Equation.2  ���.

Òàê êàê ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, òî èõ íàñòóïëåíèÿ èëè íåíàñòóïëåíèÿ â n èíòåðâàëàõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàòû n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè n èíòåðâàëîâ áóäóò ðîâíî m òàêèõ, â òå÷åíèè êîòîðûõ íàñòóïÿò ñîáûòèÿ, ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè:

� EMBED Equation.2  ���.

Èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü Pm ìîæíî íàéòè, ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ê ïðåäåëó ïðè � EMBED Equation.2  ���:

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåãî ïðåäåëà âûïîëíèì çàìåíó � EMBED Equation.2  ���:

� EMBED Equation.2  ���.

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèå âðåìåíè t ïðîèçîéäåò ðîâíî m ñîáûòèé:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ ïðîñòåéøåãî ïîòîêà ñîáûòèé. Îíî çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X (÷èñëà ïðîèçîøåäøèõ ñîáûòèé), íàçûâàåìîå ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà. Âõîäÿùèé â ïîêàçàòåëü ìíîæèòåëü l íàçûâàþò ïëîòíîñòüþ ïîòîêà; ýòîò ìíîæèòåëü ðàâåí ñðåäíåìó ÷èñëó ñîáûòèé, ïðîèñõîäÿùèõ â åäèíèöó âðåìåíè.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííîé ïî çàêîíó Ïóàññîíà (ò.å. ñðåäíåå ÷èñëî ñîáûòèé, ïðîèçîøåäøèõ çà èíòåðâàë t), ïðîïîðöèîíàëüíî ïëîòíîñòè ïîòîêà:

� EMBED Equation.2  ���.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ðàñïðåäåëåííîé ïî çàêîíó Ïóàññîíà, ðàâíà åå ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïðèìåð. Ïðèáûòèÿ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ îáðàçóþò ïðîñòåéøèé ïîòîê ñ ïëîòíîñòüþ 0,2 ìèí-1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåêòî áóäåò îæèäàòü ïðèáûòèÿ òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà à) áîëåå 1 ìèíóòû; á) áîëåå 5 ìèíóò; â) áîëåå 10 ìèíóò.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì:

A – íåïîÿâëåíèå òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà â òå÷åíèå 1 ìèíóòû;

B – íåïîÿâëåíèå òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà â òå÷åíèå 5 ìèíóò;

C – íåïîÿâëåíèå òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà â òå÷åíèå 10 ìèíóò.

Âåðîÿòíîñòü íåïîÿâëåíèÿ òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà â òå÷åíèå èíòåðâàëà t ìîæíî íàéòè íà îñíîâàíèè (23):

� EMBED Equation.2  ���.

Ïî óñëîâèþ l=0,2. Òîãäà:

� EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà ñðàâíèòåëüíî âûñîêóþ ïëîòíîñòü ïîòîêà (â ñðåäíåì îäíî ïðèáûòèå çà ïÿòü ìèíóò) âåðîÿòíîñòü äëèòåëüíîãî îæèäàíèÿ (áîëåå ïÿòè ìèíóò) âåñüìà âûñîêà.

Ñèñòåìà äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (èíà÷å, ñëó÷àéíûì âåêòîðîì èëè ñëó÷àéíîé òî÷êîé) íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííûé íàáîð íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

� EMBED Equation.2  ���.

Èçëîæåíèå íàèáîëåå ïðîñòî âåñòè äëÿ ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � EMBED Equation.2  ��� – ñëó÷àéíîé òî÷êè íà ïëîñêîñòè.

Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû � EMBED Equation.2  ��� íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åå ñîñòàâëÿþùèå X è Y îäíîâðåìåííî îêàæóòñÿ ìåíüøå çàäàííûõ çíà÷åíèé x è y:

� EMBED Equation.2  ���.

�

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ � EMBED Equation.2  ��� ðàâíà âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè � EMBED Equation.2  ��� â áåñêîíå÷íûé êâàäðàíò ñ âåðøèíîé â òî÷êå � EMBED Equation.2  ��� è ðàñïîëîæåííûé ëåâåå è íèæå ýòîé òî÷êè.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþò ñâîéñòâà:

1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ êàæäîãî ñâîåãî àðãóìåíòà:

� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���.

2. Ïîâñþäó íà ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà íóëþ:

� EMBED Equation.2  ���

3. Åñëè âñå àðãóìåíòû ôóíêöèè îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé åäèíèöå:

� EMBED Equation.2  ���.

4. Åñëè îäèí èç àðãóìåíòîâ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû ïðåâðàùàåòñÿ â ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâóþùåé äðóãîìó àðãóìåíòó:

� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���.

Èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè â ïðÿìîóãîëüíèê R, îãðàíè÷åííûé ïðÿìûìè x=a, x=b, y=g  è y=d ðàâíà:

� EMBED Equation.2  ���.

Ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íàçûâàþò ìíîæåñòâî åå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì çíà÷åíèÿì âåðîÿòíîñòåé:

� EMBED Equation.2  ���.

Åñëè ñîñòàâëÿþùèå ñèñòåìû ñàìè ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, òî ðàñïðåäåëåíèå ñèñòåìû ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè:

� EMBED Equation.2  ���.

Ãðàôèê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íàçûâàþò ïîâåðõíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ëèíèè óðîâíÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè íàçûâàþò ëèíèÿìè ðàâíîé âåðîÿòíîñòè.

Ïðè èçâåñòíîé ïëîòíîñòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæíî íàéòè êàê èíòåãðàë:

� EMBED Equation.2  ���.

Èç ñâîéñòâà 3 ñëåäóåò óñëîâèå íîðìèðîâêè ïëîòíîñòè:

� EMBED Equation.2  ���.

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè â ïðîèçâîëüíóþ îáëàñòü:

� EMBED Equation.2  ���.

Óñëîâíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ. Çàâèñèìûå è íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Çíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ìîæíî íàéòè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé åå ñîñòàâëÿþùèõ:

� EMBED Equation.2  ���,

� EMBED Equation.2  ���.

Ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó – íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïî èçâåñòíûì ïëîòíîñòÿì åå ñîñòàâëÿþùèõ – â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ.

Äëÿ èñ÷åðïûâàþùåãî îïèñàíèÿ ñèñòåìû íåîáõîäèìû êàê çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ åå ñîñòàâëÿþùèõ, òàê è çàâèñèìîñòü ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè. Ýòà çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà ñ ïîìîùüþ óñëîâíûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ (çàäàííûõ êàê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èëè æå êàê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé).

Óñëîâíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàþò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéäåííûé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà çíà÷åíèÿ äðóãîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàëîæåíî íåêîòîðîå îãðàíè÷åíèå.

Äëÿ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïîýòîìó óñëîâíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðàâíû:

� EMBED Equation.2  ���;	� EMBED Equation.2  ���.

Åñëè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íå çàâèñèò îò îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà äðóãóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y ñïðàâåäëèâî:

� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���.

Ïîýòîìó ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñèñòåìû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè åå ñîñòàâëÿþùèõ:

� EMBED Equation.2  ���.

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Êîððåëÿöèîííàÿ çàâèñèìîñòü

Íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà k, s ñèñòåìû äâóõ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâåí:

� EMBED Equation.2  ���.

ãäå ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Äëÿ ñèñòåìû äâóõ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

� EMBED Equation.2  ���,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåé ïëîñêîñòè xOy.

Öåíòðàëüíûå ìîìåíòû ïîðÿäêà k, s ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëàì:

� EMBED Equation.2  ���,

� EMBED Equation.2  ���.

Çàìå÷àíèå. ×àñòî ïîðÿäêîì ìîìåíòà íàçûâàþò íå ïàðó ÷èñåë k,s, à èõ ñóììó k+s. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ k è s îáû÷íî ÿñíû èç êîíòåêñòà.

Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó, ðàâíû íà÷àëüíûì ìîìåíòàì ïîðÿäêà 1,0 è 0,1 ñîîòâåòñòâåííî:

� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���.

Äèñïåðñèè ñîñòàâëÿþùèõ ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê öåíòðàëüíûå ìîìåíòû ïîðÿäêîâ 2,0 è 0,2:

� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���.

Ïîìèìî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è äèñïåðñèé ñîñòàâëÿþùèõ, âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñèñòåìû îêàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèîííûé ìîìåíò – âòîðîé ñìåøàííûé öåíòðàëüíûé ìîìåíò:

� EMBED Equation.2  ���,

è ñâÿçàííûé ñ íèì áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè:

� EMBED Equation.2  ���.

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè õàðàêòåðèçóåò íàëè÷èå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðûõ ýòîò êîýôôèöèåíò ðàâåí íóëþ, íàçûâàþò íåêîððåëèðîâàííûìè.

Çàìå÷àíèå. Èç íåêîððåëèðîâàííîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñëåäóåò èõ íåçàâèñèìîñòü, îäíàêî îáðàòíîå íåâåðíî: ñóùåñòâóþò çàâèñèìûå, íî íåêîððåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà òîëüêî íà îñíîâå àíàëèçà âñåõ ñìåøàííûõ ìîìåíòîâ.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè îäíîãî ñëó÷àéíîãî àðãóìåíòà

Ïóñòü çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y ñâÿçàíû ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè � EMBED Equation.2  ��� ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èçâåñòíà. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè � EMBED Equation.2  ��� ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ��� ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà îòðåçêå � EMBED Equation.2  ��� (ðèñ. 12.4).

�

Ðèñ. 12.4. Ïðåîáðàçîâàíèå çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� ìîíîòîííà, òî ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ���, îáðàòíàÿ ê � EMBED Equation.2  ���, îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî, è êàæäîìó çíà÷åíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

Äàëåå, ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ��� – âîçðàñòàþùàÿ, ïîýòîìó åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èç èíòåðâàëà � EMBED Equation.2  ���, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èç èíòåðâàëà � EMBED Equation.2  ���:

� EMBED Equation.2  ���.

Íî òîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y:

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñ ó÷åòîì � EMBED Equation.2  ��� ïîëó÷èì:

� EMBED Equation.2  ���.�

(a)��Åñëè ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ��� ìîíîòîííî óáûâàåò, òî ñîáûòèå � EMBED Equation.2  ��� ðàâíîñèëüíî ñîáûòèþ � EMBED Equation.2  ���, ïîýòîìó:

� EMBED Equation.2  ���.�(b)��Íî åñëè ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ��� óáûâàåò, òî îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ��� òàêæå óáûâàåò è åå ïðîèçâîäíàÿ � EMBED Equation.2  ��� îòðèöàòåëüíà. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ (a) è (b) ìîæíî îáúåäèíèòü:

� EMBED Equation.2  ���.�(50)��Ïðèìåð. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó ñ ïëîòíîñòüþ:

� EMBED Equation.2  ���.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y ñâÿçàíà ñ íåé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ: � EMBED Equation.2  ���. Íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè Y.

Èìååì: � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî:

� EMBED Equation.2  ���.

Çàìå÷àíèå. Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå çàïèñü � EMBED Equation.2  ��� îçíà÷àåò ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Åå ñëåäóåò îòëè÷àòü îò çàïèñè � EMBED Equation.2  ���, óêàçûâàþùåé íà òî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y åñòü ñóììà äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñâåðòêà

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y, çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ èçâåñòíû. Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Z.

Óêàçàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî, åñëè ñëàãàåìûå X è Y ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, çàäàííûìè ðÿäàìè ðàñïðåäåëåíèÿ � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ��� ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà Z èìååò ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ:

� EMBED Equation.2  ���,�(51)��ãäå èíäåêñû i, j ïðîáåãàþò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ.

Ïðèìåð. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàíà ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ:

xi�-3�-1�1�3��px,i�� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  �����Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z = X+X.

Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå:

� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���,

ãäå èíäåêñû i, j ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 4. Ïîýòîìó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z ïðèíèìàåò 16 çíà÷åíèé, âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà � EMBED Equation.2  ���. Îäíàêî ñðåäè ýòèõ çíà÷åíèé åñòü ñîâïàäàþùèå. Íàïðèìåð:

� EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; è ò.ä.

Ñâåäåì çíà÷åíèÿ zi+j ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z â òàáëèöó:



� EMBED Visio.Drawing.5  ����1�2�3�4��1�-6�-4�-2�0��2�-4�-2�0�2��3�-2�0�2�4��4�0�2�4�6��Êàæäîé êëåòêå òàáëèöû ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòü � EMBED Equation.2  ���. Ñóììèðóÿ âåðîÿòíîñòè ñîâïàäàþùèõ çíà÷åíèé, ïîëó÷èì ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ:

zi+j�-6�-4�-2�0�2�4�6��pz,i+j�� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  �����Ìíîãîóãîëüíèêè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Z ïîêàçàíû íà ðèñ. 12.5.

�

Ðèñ. 12.5. Ðàñïðåäåëåíèå ñóììû

Âîïðîñ î çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû � EMBED Equation.2  ��� äâóõ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y ðåøàåòñÿ ñëîæíåå. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëó÷àéíûé âåêòîð � EMBED Equation.2  ���. Ïóñòü ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y ðàâíû � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ��� ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê X è Y íåçàâèñèìû, òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ðàâíà:

� EMBED Equation.2  ���.�(a)���

Ðèñ. 12.6. Ê âû÷èñëåíèþ ñâåðòêè

Ðàññìîòðèì ñîáûòèå A, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ñóììà Z=X+Y ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ìåíüøåå çàäàííîãî z:

� EMBED Equation.2  ���,

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû Z=X+Y:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïðè � EMBED Equation.2  ��� óðàâíåíèå � EMBED Equation.2  ��� îïðåäåëÿåò íà ïëîñêîñòè � EMBED Equation.2  ��� ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ áèññåêòðèñå âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî êâàäðàíòîâ (ðèñ. 12.6). Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü âûðàæàåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì ïî îáëàñòè D, ëåæàùåé ëåâåå è íèæå ýòîé ïðÿìîé:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïðåîáðàçóÿ äâîéíîé èíòåãðàë ê ïîâòîðíîìó è ó÷èòûâàÿ (a) ïîëó÷èì:

� EMBED Equation.2  ���.

Äëÿ îòûñêàíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè � EMBED Equation.2  ��� ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî:

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���.

Èçìåíÿÿ îáîçíà÷åíèå ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

� EMBED Equation.2  ���.�

(52)��Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (52) íàçûâàåòñÿ ñâåðòêîé ôóíêöèé x è y. Äëÿ ñâåðòêè ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå:

� EMBED Equation.2  ���.

Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y ðàâíà ñâåðòêå ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè ñëàãàåìûõ.

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà. Íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ.

Âñòðå÷àþùèåñÿ íà ïðàêòèêå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (â ÷àñòíîñòè, îøèáêè èçìåðåíèé) ÿâëÿþòñÿ ñóììîé ìíîãèõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ, âëèÿíèå êàæäîãî èç êîòîðûõ íà ñóììó ïðåíåáðåæèìî ìàëî.

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñóììû äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ñâåðòêå ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè ñëàãàåìûõ. Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îñîáîå ïîëîæåíèå áóäåò çàíèìàòü ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ � EMBED Equation.2  ���, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì:

� EMBED Equation.2  ���,�(a)��ãäå k1 è k2 – íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ôóíêöèÿ:

� EMBED Equation.2  ���.�(b)��Èìååì:

� EMBED Equation.2  ���.

Âûäåëÿÿ â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè ïîëíûé êâàäðàò è âûïîëíÿÿ çàìåíó � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� ïîëó÷èì:

� EMBED Equation.2  ���,

ãäå � EMBED Equation.2  ��� – èíòåãðàë Ýéëåðà-Ïóàññîíà. Ýòîò èíòåãðàë íåëüçÿ âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé äâîéíîé èíòåãðàë, âûðàæàþùèé îáúåì îáëàñòè ïîä êóïîëîîáðàçíîé ïîâåðõíîñòüþ:

� EMBED Equation.2  ���,�(c)��ãäå èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåé ïëîñêîñòè xOy. Ïðåîáðàçóÿ èíòåãðàë (c) ê ïîâòîðíîìó â ñíà÷àëà äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷èì:

� EMBED Equation.2  ���.

Òàê êàê ïðåäåëû âíóòðåííåãî èíòåãðàëà ïîñòîÿííû, òî îí íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ïåðåìåííîé âòîðîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ èíòåãðàëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ (ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé) ðàâåí I:

� EMBED Equation.2  ���.

Íî â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èíòåãðàë (c) ìîæíî âû÷èñëèòü:

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���.

Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���. Îêîí÷àòåëüíî:

� EMBED Equation.2  ���,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé âûðàæåíèåì (b), íîñèò íàçâàíèå íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå:

� EMBED Equation.2  ���,�

(53)��ãäå m è s – êîíñòàíòû. Åñëè m = 0 è s = 1, òî ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò ñòàíäàðòíûì (èëè íîðìèðîâàííûì) íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêæå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòè äîêàçûâàåòñÿ áîëåå îáùåå ïîëîæåíèå: ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå íåçàâèñèìûõ ñëàãàåìûõ (âëèÿíèå êàæäîãî èç êîòîðûõ íà ñóììó íè÷òîæíî ìàëî) èõ ñóììà èìååò ðàñïðåäåëåíèå, áëèçêîå ê íîðìàëüíîìó, íåçàâèñèìî îò çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ. Ãîâîðÿò, ÷òî íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ê êîòîðîìó ïðèáëèæàþòñÿ äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè âåñüìà ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ òèïè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ýòî ïîëîæåíèå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ãðóïïû òåîðåì, êîòîðûå ïðèíÿòî îáúåäèíÿòü îáùèì íàçâàíèåì «öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà».

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ

Â âûðàæåíèå (53) äëÿ ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî çàêîíà âõîäÿò äâå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè m è s. Ïîêàæåì, ÷òî ïàðàìåòð m èìååò ñìûñë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, à s  – ñìûñë ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ.

Èìååì:

� EMBED Equation.2  ���.

Âûïîëíèì çàìåíó: � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí íóëþ êàê èíòåãðàë îò íå÷åòíîé ôóíêöèè ñ ñèììåòðè÷íûìè ïðåäåëàìè. Âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî:

� EMBED Equation.2  ���, ÷.ò.ä.

Íàéäåì äèñïåðñèþ âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó.

� EMBED Equation.2  ���.

Âíîâü âûïîëíÿÿ çàìåíó � EMBED Equation.2  ���, ïîëó÷èì:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìîæåò áûòü âçÿò ïî ÷àñòÿì. Ïîëîæèì � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ ðàâíî íóëþ, òàê êàê ñîìíîæèòåëü � EMBED Equation.2  ��� ïðè âîçðàñòàíèè t óáûâàåò áûñòðåå, ÷åì âîçðàñòàåò ëþáàÿ ñòåïåíü t. Âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî � EMBED Equation.2  ���; ñëåäîâàòåëüíî:

� EMBED Equation.2  ���, ÷.ò.ä.

Äëÿ öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâà ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà:

� EMBED Equation.2  ���.�(54)��Òàê êàê öåíòðàëüíûé ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà âñåãäà ðàâåí íóëþ, òî âñå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíû íóëþ. Â ÷àñòíîñòè, àñèììåòðèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

� EMBED Equation.2  ���;

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Íàéäåì ýêñöåññ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ òðàêòîâêîé ýêñöåññà êàê õàðàêòåðèñòèêè «îñòðîâåðøèííîñòè» ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ íîðìàëüíûì.

Íîðìàëüíîé êðèâîé (èëè êðèâîé Ãàóññà) íàçûâàåòñÿ ãðàôèê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (53) íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûðàæåíèå (53) îïðåäåëÿåò ÷åòíóþ ôóíêöèþ îòíîñèòåëüíî ðàçíîñòè x-m, ïîýòîìó íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x=m (ðèñ. 12.7). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìåäèàíà ñîâïàäàåò ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì.

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè (ðàâíîå � EMBED Equation.2  ���) òàêæå äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x=m, ïîýòîìó ìîäà íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì. Ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò òî÷êè x=m ïëîòíîñòü áûñòðî óìåíüøàåòñÿ è ïðè � EMBED Equation.2  ��� àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ.

Ïðè èçìåíåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ m íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ ñìåùàåòñÿ âäîëü îñè àáñöèññ, íå èçìåíÿÿ ñâîåé ôîðìû. Ïðè óìåíüøåíèè s êðèâàÿ ñòàíîâèòñÿ áîëåå «îñòðîâåðøèííîé», ñæèìàÿñü âäîëü îñè àáñöèññ; ïðè óâåëè÷åíèè s êðèâàÿ ñòàíîâèòñÿ áîëåå «ïîëîãîé» (ñì. ðèñ. 12.7).

�

Ðèñ. 12.7. Íîðìàëüíûå êðèâûå � EMBED Equation.2  ���, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèÿì è äèñïåðñèÿì.



Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà äàííûé èíòåðâàë. Ïðàâèëî «òðåõ ñèãì»

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà äàííûé èíòåðâàë ìîæíî íàéòè, çíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè:

� EMBED Equation.2  ���,�

(55)��ãäå � EMBED Equation.2  ��� – ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îäíàêî ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ��� íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå. Òàáóëèðîâàíèå ýòîé ôóíêöèè òàêæå çàòðóäíèòåëüíî, ïîñêîëüêó îíà çàâèñèò îò äâóõ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ m è s.

Âûïîëíèì çàìåíó: � EMBED Equation.2  ���,� EMBED Equation.2  ���:

� EMBED Equation.2  ���,

ãäå � EMBED Equation.2  ��� – ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ðèñ. 12.8).

�

Ðèñ. 12.8. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàíäàðòíîìó�íîðìàëüíîìó çàêîíó



Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ � EMBED Equation.2  ���, ñîîòíîøåíèå (55) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

� EMBED Equation.2  ���.�

(56)��Äëÿ ôóíêöèè � EMBED Equation.2  ��� ñóùåñòâóþò òàáëèöû, ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ñîîòíîøåíèÿ (56) â ïðèíöèïå âîçìîæíî. Îäíàêî ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ��� ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îáùåãî âèäà, ïîýòîìó îáû÷íî òàáóëèðóþò íå � EMBED Equation.2  ���, à ñâÿçàííóþ ñ íåé ôóíêöèþ Ëàïëàñà � EMBED Equation.2  ���:

� EMBED Equation.2  ���.�

(57)��Ôóíêöèÿ Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé, ïîýòîìó ðàçìåðû òàáëèöû (ïðè òîì æå øàãå) ìîãóò áûòü óìåíüøåíû â äâà ðàçà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèè Ëàïëàñà ñîîòíîøåíèå (56) îñòàåòñÿ ïî ôîðìå íåèçìåííûì:

� EMBED Equation.2  ���.

Çàìå÷àíèå 1. ×àñòî ôóíêöèåé Ëàïëàñà íàçûâàþò ôóíêöèþ:

� EMBED Equation.2  ���.

Åñëè èìåþòñÿ òàáëèöû èìåííî ýòîé ôóíêöèè, òî ïðè èñïîëüçîâàíèè (56) ïðàâóþ ÷àñòü íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà äâà.

Çàìå÷àíèå 2. Âåñüìà ðàñïðîñòðàíåííûìè ÿâëÿþòñÿ òàáëèöû èíòåãðàëà îøèáîê:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè òàáëèö èíòåãðàëà îøèáîê çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ëàïëàñà ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ñîîòíîøåíèÿ:

� EMBED Equation.2  ���.�

(58)��Åñëè òàáëèöû ôóíêöèè Ëàïëàñà íåäîñòóïíû, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì:

� EMBED Equation.2  ���.�

(59)��Ðÿä (59) ñõîäèòñÿ âñþäó, îäíàêî ïðè áîëüøèõ t åãî ñõîäèìîñòü óõóäøàåòñÿ. Íà÷èíàÿ ñ t = 2 öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû:

� EMBED Equation.2  ���.�

(60)��Ïðè t = 2 ñîîòíîøåíèå (60) äàåò àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü îêîëî 0,004; ïðè t = 3  ïîãðåøíîñòü óìåíüøàåòñÿ äî 10-4.

Åñëè ãðàíèöû èíòåðâàëà � EMBED Equation.2  ��� ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â èíòåðâàë:

� EMBED Equation.2  ���,�

(61)��ãäå d – ïîëîâèíà äëèíû èíòåðâàëà.

Èñïîëüçóÿ (61) è (60), íàéäåì âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íà óòðîåííîå ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå. Ïåðåõîäÿ ê ïðîòèâîïîëîæíîìó ñîáûòèþ, ïîëó÷èì:

� EMBED Equation.2  ���.

Òàêèì îáðàçîì, ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â îòêëîíåíèè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íà óòðîåííîå ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì. Äàííûé ðåçóëüòàò èçâåñòåí êàê ïðàâèëî «òðåõ ñèãì».

Ðàñïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íîðìàëüíûì

Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêå äàííûõ (â ïðåäïîëîæåíèè ÷òî ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó) ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèé èñïîëüçóþòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî.

Íàèáîëåå âàæíóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå èãðàåò c2-ðàñïðåäåëåíèå.

Ðàñïðåäåëåíèåì c2 ñ k ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèå ñóììû k íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîä÷èíåíà ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ïëîòíîñòü c2-ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà:

� EMBED Equation.2  ���,�

(62)��ãäå � EMBED Equation.2  ��� – ãàììà-ôóíêöèÿ:

� EMBED Equation.2  ���.���Òàê êàê ïàðàìåòð k ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, òî èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå � EMBED Equation.2  ���, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî:

� EMBED Equation.2  ���,

äëÿ çíà÷åíèé ãàììà-ôóíêöèè â çíàìåíàòåëå (62) ïîëó÷èì:

� EMBED Equation.2  ���.

Ïëîòíîñòè c2-ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 12.9.

�

Ðèñ. 12.9. Ïëîòíîñòü c2-ðàñïðåäåëåíèÿ



Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ïëîòíîñòü c2-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ôóíêöèè c2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà:

� EMBED Equation.2  ���,���ãäå � EMBED Equation.2  ��� – ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà ñ k ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

� EMBED Equation.2  ���,���ãäå U – ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïîä÷èíåííàÿ ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, Ck – ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïîä÷èíåííàÿ c2-ðàñïðåäåëåíèþ ñ k ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà:

� EMBED Equation.2  ���.�



(63)��Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû èçîáðàæåíà íà ðèñ. 12.10.

�

Ðèñ. 12.10. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà



F-ðàñïðåäåëåíèåì Ôèøåðà ñ m è n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

� EMBED Equation.2  ���,���ãäå � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� – ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïîä÷èíåííûå c2-ðàñïðåäåëåíèÿì ñî ñòåïåíÿìè ñâîáîäû m è n, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïëîòíîñòü F-ðàñïðåäåëåíèÿ:

� EMBED Equation.2  ���,�

(64)��ãäå

� EMBED Equation.2  ���

– áåòà-ôóíêöèÿ.



Ïëîòíîñòü F-ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû èçîáðàæåíà íà ðèñ. 12.11.

�

Ðèñ. 12.11. Ïëîòíîñòü F-ðàñïðåäåëåíèÿ
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