Êðàòíûå èíòåãðàëû


Îáúåì öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà. Êðàòíûå èíòåãðàëû è èõ ñâîéñòâà.


Ïóñòü â çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ïëîñêîñòè xOy çàäàíà íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ �EMBED Equation.2���. Öèëèíäðè÷åñêèì òåëîì (èëè ïðîñòî öèëèíäðîì) íàçûâàåòñÿ òåëî, îãðàíè÷åííîå îáëàñòüþ D, ïîâåðõíîñòüþ �EMBED Equation.2��� è öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ èç îáðàçóþùèõ, ïàðàëëåëüíûõ îñè Oz, íàïðàâëÿþùåé äëÿ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöà îáëàñòè D.


Íàéäåì îáúåì öèëèíäðà. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì îáëàñòü D íà n ïîïàðíî - íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé s1, s2, …, sn, ïëîùàäè êîòîðûõ ðàâíû Ds1, Ds2, …, Dsn. Äèàìåòðîì ÷àñòè÷íîé îáëàñòè si íàçîâåì íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ëþáûìè åå òî÷êàìè. Ïàðàìåòðîì ðàçáèåíèÿ l íàçîâåì íàèáîëüøèé èç äèàìåòðîâ ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé.


Â êàæäîé îáëàñòè si âûáåðåì ïðîèçâîëüíî òî÷êó �EMBED Equation.2���. Îáúåì öèëèíäðà ïðèáëèæåííî ðàâåí ñóììå îáúåìîâ ìàëûõ öèëèíäðîâ ñ îñíîâàíèÿìè si è âûñîòàìè �EMBED Equation.2���:


�EMBED Equation.2���.


Èñêîìûé îáúåì ðàâåí ïðåäåëó, ê êîòîðîìó ñòðåìèòüñÿ ýòà ñóììà ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà ðàçáèåíèÿ ê íóëþ:


�EMBED Equation.2���.


Ïóñòü îáëàñòè D ïëîñêîñòè xOy çàäàíà ôóíêöèÿ �EMBED Equation.2���. Êàê è ðàíåå,  âûïîëíèì ðàçáèåíèå îáëàñòè è ñîñòàâèì ñóììó


�EMBED Equation.2���.


Ýòà ñóììà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ ôóíêöèè �EMBED Equation.2��� â îáëàñòè D.


Åñëè ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà ðàçáèåíèÿ ê íóëþ ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû, íå çàâèñÿùèé íè îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ, íè îò âûáîðà òî÷åê �EMBED Equation.2���, òî îí íàçûâàåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f â îáëàñòè D:


�EMBED Equation.2���.


Ïðè ýòîì îáëàñòü D íàçûâàþò îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ, ds íàçûâàþò ýëåìåíòîì ïëîùàäè. Ôóíêöèþ f íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó â îáëàñòè D. Äîñòàòî÷íûì (íî íå íåîáõîäèìûì) óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòü.


Îïðåäåëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà


�EMBED Equation.2���


äàåòñÿ àíàëîãè÷íî; çäåñü V – ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáëàñòü, dv – ýëåìåíò îáúåìà.


Êàê è «îáû÷íûé» îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, êðàòíûå èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè èíòåãðàëüíûõ ñóìì; ñâîéñòâà êðàòíûõ èíòåãðàëîâ ïîâòîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà ñóìì.


1. Êðàòíûé èíòåãðàë îò ñóììû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ ñëàãàåìûõ:


�EMBED Equation.2���


2. Ìíîæèòåëü, íå çàâèñÿùèé îò ýëåìåíòà ïëîùàäè (èëè îáúåìà), ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê èíòåãðàëà:


�EMBED Equation.2���.


3. Åñëè îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ðàçáèòà íà ïîïàðíî - íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè, òî èíòåãðàë ïî îáëàñòè ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ ïî åå ÷àñòÿì.


�EMBED Equation.2���


4. Îöåíêà èíòåãðàëà. Ïóñòü èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò â îáëàñòè D ñâîåãî íàèáîëüøåãî M è íàèìåíüøåãî m çíà÷åíèé. Òîãäà:


�EMBED Equation.2���,


ãäå S – ïëîùàäü îáëàñòè D. Àíàëîãè÷íî, äëÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà:


�EMBED Equation.2���,


ãäå V – îáúåì îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.


5. Òåîðåìà î ñðåäíåì. Åñëè f íåïðåðûâíà â îáëàñòè D, òî â ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò òî÷êà �EMBED Equation.2���, òàêàÿ ÷òî:


�EMBED Equation.2���.


Ïðè ýòîì çíà÷åíèå


�EMBED Equation.2���


íàçûâàþò ñðåäíèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè f â îáëàñòè D.


Âû÷èñëåíèå êðàòíûõ èíòåãðàëîâ.


Âû÷èñëåíèå êðàòíûõ èíòåãðàëîâ ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó âû÷èñëåíèþ äâóõ èëè òðåõ îáû÷íûõ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ.


Îáëàñòü D íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé â íàïðàâëåíèè íåêîòîðîé îñè, åñëè ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ýòîé îñè, ïåðåñåêàåò ãðàíèöó îáëàñòè íå áîëåå ÷åì â äâóõ òî÷êàõ.


Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêàÿ îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé â íàïðàâëåíèè îñåé Ox è Oy. Ðàçîáüåì îáëàñòü ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, íà ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè÷íûå îáëàñòè. Òîãäà ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ýëåìåíò ïëîùàäè ðàâíûì


ds = dxdy.


Ïóñòü îòðåçêè [a,b] è [c,e] ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè îáëàñòè D íà îñè Ox è Oy. Ðàññìàòðèâàÿ äâîéíîé èíòåãðàë êàê ÷èñëî, ðàâíîå îáúåìó öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà, ïîëó÷èì


�EMBED Equation.2���,


ãäå �EMBED Equation.2��� – ïåðåìåííàÿ ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè â ñå÷åíèè öèëèíäðà ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè Ox. Òî÷êàìè A è B ãðàíèöà îáëàñòè D ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ëèíèè: ëèíèþ âõîäà ACB �EMBED Equation.2��� è ëèíèþ âûõîäà AEB �EMBED Equation.2���. Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ðàâíà:


�EMBED Equation.2���.


Ïðè âû÷èñëåíèè ïëîùàäè �EMBED Equation.2��� ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ �EMBED Equation.2��� ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé y. Îáúåì öèëèíäðà:


�EMBED Equation.2���.


Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå


�EMBED Equation.2���.


Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè íàçûâàþò äâóêðàòíûì ïîâòîðíûì. Ïðåäåëû âíóòðåííåãî èíòåãðàëà ïåðåìåííûå; ïîñëå ïåðâîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è äâîéíîé ïîäñòàíîâêè îò y1(x) äî y2(x) ïîâòîðíûé èíòåãðàë ïåðåõîäèò â îáû÷íûé (îäíîêðàòíûé) îïðåäåëåííûé èíòåãðàë.


Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ôîðìóëà:


�EMBED Equation.2���.


Çäåñü ïðè ïåðâîì èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöèÿ f ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé x.


Äëÿ âû÷èñëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïðàâèëüíîé ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè, ïîâåðõíîñòè âõîäà �EMBED Equation.2��� è ïîâåðõíîñòè âûõîäà �EMBED Equation.2���. Òðîéíîé èíòåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí êàê òðåõêðàòíûé ïîâòîðíûé:


�EMBED Equation.2���.


Ïðåäåëû äâóõ âíóòðåííèõ èíòåãðàëîâ ïåðåìåííûå. Ïðè ïåðâîì èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöèÿ f ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé z. Ïîñëå ïåðâîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è äâîéíîé ïîäñòàíîâêè îò �EMBED Equation.2��� äî �EMBED Equation.2��� èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïåðåõîäèò â äâóêðàòíûé ïîâòîðíûé.


Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëû âíóòðåííèõ èíòåãðàëîâ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò òåõ ïåðåìåííûõ, ïî êîòîðûì åùå íå áûëî èíòåãðèðîâàíèÿ.


Èíòåãðàë êðàòíîñòè n ìîæíî n! ñïîñîáàìè ñâåñòè ê ïîâòîðíîìó. Íàïðèìåð, äâîéíîé – äâóìÿ (2!=2), òðîéíîé – øåñòüþ (3!=6). Ñïîñîá ñâåäåíèÿ âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç ïðàâèëüíîñòè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ è åå ïðîåêöèé.


Çàìåíà ïåðåìåííûõ. Ïîëÿðíûå, öèëèíäðè÷åñêèå è ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû.


Ïóñòü �EMBED Equation.2��� è �EMBED Equation.2��� – äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, óñòàíàâëèâàþùèå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îáëàñòüþ D ïëîñêîñòè xOy è îáëàñòüþ D* ïëîñêîñòè uOv. Òîãäà


�EMBED Equation.2���,


ãäå J – ôóíêöèîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü (ÿêîáèàí), õàðàêòåðèçóþùèé èçìåíåíèå ìàñøòàáà ïðè ïåðåõîäå ìåæäó ñèñòåìàìè êîîðäèíàò �EMBED Equation.2��� è �EMBED Equation.2���:


�EMBED Equation.2���.


Äëÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà:


�EMBED Equation.2���,


ãäå u, v è w – ôóíêöèè, âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùèå îáëàñòü V íà îáëàñòü V*. ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ:


�EMBED Equation.2���.


Ëîêàëüíûì áàçèñîì êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè (â ïðîñòðàíñòâå) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (â ïðîñòðàíñòâå – òðîéêà) åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ, íàïðàâëåíèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèÿìè íàèáîëåå áûñòðîãî âîçðàñòàíèÿ êîîðäèíàò (âåêòîðû ëîêàëüíîãî áàçèñà ïåðïåíäèêóëÿðíû ãåîäåçè÷åñêèì, íî ìîãóò áûòü íå îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó). Äëÿ ëîêàëüíîãî áàçèñà ïîíÿòèå îðèåíòàöèè ââîäèòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ áàçèñà äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò.


Ïîðÿäîê íóìåðàöèè ïåðåìåííûõ – �EMBED Equation.2��� äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà èëè �EMBED Equation.2��� äëÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà – âàæåí äëÿ ñîõðàíåíèÿ ïðàâèëüíîãî çíàêà – ñìåíà îðèåíòàöèè ëîêàëüíîãî áàçèñà ïðèâîäèò ê ñìåíå çíàêà ÿêîáèàíà.


Âûïîëíÿÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ, ñëåäóåò ñòðåìèòüñÿ ê òîìó, ÷òîáû â íîâûõ êîîðäèíàòàõ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ áûëà îãðàíè÷åíà ïðÿìûìè (èëè ïëîñêîñòÿìè), ïî âîçìîæíîñòè ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì.


Ïîëÿðíûå, öèëèíäðè÷åñêèå è ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû.


Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ òðè ñèñòåìû êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò –ïîëÿðíûå, öèëèíäðè÷åñêèå è ñôåðè÷åñêèå.


Ïîëîæåíèå òî÷êè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ äàåòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè: ïîëÿðíûì ðàäèóñîì r è ïîëÿðíûì óãëîì j. Ñâÿçü ìåæäó ïîëÿðíûìè è äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè:


�EMBED Equation.2���.


ßêîáèàí ðàâåí:


�EMBED Equation.2���.


Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåò âèä:


�EMBED Equation.2���.


Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè îáû÷íî ñâîäÿò ê ïîâòîðíîìó, âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ñíà÷àëà ïî ðàäèóñó, à çàòåì ïî óãëó:


�EMBED Equation.2���,


ãäå �EMBED Equation.2��� è �EMBED Equation.2��� – ïîëÿðíûå óðàâíåíèÿ ëèíèè âõîäà è ëèíèè âûõîäà. Åñëè îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ñîäåðæèò ïîëþñ, òî èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëó âåäåòñÿ îò 0 äî 2p, à ïî ðàäèóñó – îò 0 äî ëèíèè âûõîäà �EMBED Equation.2���.


Ïîëîæåíèå òî÷êè â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äàåòñÿ ïîëÿðíûì ðàäèóñîì, ïîëÿðíûì óãëîì è àïïëèêàòîé. Ïîíèìàÿ ïåðåìåííóþ z è êàê äåêàðòîâó, è êàê öèëèíäðè÷åñêóþ êîîðäèíàòó, ñâÿçü ìåæäó äåêàðòîâûìè è öèëèíäðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå


�EMBED Equation.2���;


ÿêîáèàí ïåðåõîäà ðàâåí r.


Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïîëîæåíèå òî÷êè äàåòñÿ ìîäóëåì ðàäèóñ-âåêòîðà, øèðîòîé q è äîëãîòîé j. Ñâÿçü ìåæäó äåêàðòîâûìè è ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè:


�EMBED Equation.2���.


ßêîáèàí ïåðåõîäà ðàâåí �EMBED Equation.2���.


Ïðèìåíåíèÿ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ


Ïëîùàäü ïëîñêîé îáëàñòè D ðàâíà


�EMBED Equation.2���.


Îáúåì öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà, îãðàíè÷åííîãî ëåæàùåé â ïëîñêîñòè xOy îáëàñòüþ D è ãðàôèêîì ôóíêöèè �EMBED Equation.2��� ðàâåí


�EMBED Equation.2���.


Ìàññà ïëàñòèíû, çàíèìàþùåé ïëîñêóþ îáëàñòü D è èìåþùåé ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü �EMBED Equation.2��� ðàâíà


�EMBED Equation.2���.


Ïóñòü ïëàñòèíà ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ �EMBED Equation.2��� çàíèìàåò îáëàñòü D ïëîñêîñòè xOy. Ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû ïëàñòèíû îòíîñèòåëüíî îñåé Ox è Oy ðàâíû


�EMBED Equation.2���;	�EMBED Equation.2���.


Êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè ïëàñòèíû:


�EMBED Equation.2���;	�EMBED Equation.2���.


ãäå M – ìàññà òåëà.


Åñëè ïëàñòèíà îäíîðîäíà (f = const), òî êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî åå ôîðìîé:


�EMBED Equation.2���;	�EMBED Equation.2���,


ãäå S – ïëîùàäü ïëàñòèíû.


Îáúåì ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè V ðàâåí


�EMBED Equation.2���.


Ìàññà òåëà ñ ïëîòíîñòüþ �EMBED Equation.2���, çàíèìàþùåãî îáëàñòü V ðàâíà


�EMBED Equation.2���.


Ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû òåëà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé:


�EMBED Equation.2���,�EMBED Equation.2���,�EMBED Equation.2���,


ãäå �EMBED Equation.2��� – ïëîòíîñòü òåëà.


Êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè òåëà:


�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.


ãäå M – ìàññà òåëà.


Åñëè òåëî îäíîðîäíîå, òî ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî åãî ôîðìîé:


�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���,


ãäå V – îáúåì òåëà.


Ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò:


�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���,


�EMBED Equation.2���.
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