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8.1 Понятие функции нескольких переменных. Предел и непрерывность.

Пусть дано множество X упорядоченных наборов 

 из n чисел




и числовое множество Y. Функцией n переменных называют правило f, сопоставляющее упорядоченному набору 

 значение 

:



.

При этом X называют областью определения, а каждый его элемент x – аргументом функции. Множество Y называют областью значений, а каждый его элемент – значением функции f. Если аргументы функции понимаются как координаты точки (или вектора), то наряду с термином “функция многих переменных” используют равносильный термин “скалярное поле”.

Однозначная функция нескольких переменных может быть записана в виде



,

где 

 – аналитическое выражение от n переменных.

Естественной областью определения функции называется множество тех значений аргумента, при которых аналитическое выражение 

 имеет смысл.

Пусть на множестве упорядоченных наборов




определены функции 

, 

. Тогда функцию




называют суперпозицией функций f и g, или сложной функцией.

Графиком функции 

 n переменных называется множество точек 

 - мерного пространства с координатами


.

Окрестностью точки a называют открытый (не включающий свою границу) шар с центром в этой точке. Число A называется пределом функции 

 при 

:



,

если всегда можно отыскать окрестность точки a, такую, что для всех значений аргумента из этой окрестности значения функции будут отличаться от A сколь угодно мало.

Функция 

 называется непрерывной в точке a, если предел функции в этой точке существует и совпадает со значением функции:



.

Функцию называют непрерывной в области, если она непрерывна в каждой точке области. Если условие непрерывности нарушено, то говорят, что в точке a функция 

 терпит разрыв. В случае функции одной переменной могут существовать точки разрыва трех видов (устранимый разрыв, разрыв первого и второго рода). Для функции двух переменных наряду с точками устранимого и неустранимого разрывов могут существовать линии устранимого и неустранимого разрывов; для функции трех переменных – поверхности разрыва.

8.2 Производные и дифференциал

Пусть функция 

 определена в области, содержащей точку x. Выберем некоторые числа 

, 

 – приращения переменных – так, чтобы точка




также принадлежала указанной области. Полным приращением функции 

 называется разность



.

Если среди всех чисел 

 лишь одно 

 отлично от нуля, то приращение




называют частным приращением, или приращением по переменной 

.

Если существует предел отношения частного приращения 

 к соответствующему приращению аргумента 

 при 

, то этот предел называется частной производной функции 

 в точке x по переменной 

:



.

Операцию нахождения частной производной называют дифференцированием по переменной 

.

Вычисление частных производных производится по «обычным» правилам вычисления производных функций одной переменной; все остальные переменные в процессе дифференцирования считаются константами.

Функция 

 называется дифференцируемой в точке x, если в этой точке ее полное приращение с точностью до бесконечно малой при 

 можно представить в виде линейной комбинации приращений аргумента:



,

где 

; Ak – числа, не зависящие от 

, 

 – бесконечно малая высшего порядка относительно 

.

Если функция

 дифференцируема в точке x, то в этой точке она непрерывна, имеет частные производные по всем аргументам и при этом



.

Полным дифференциалом 

 дифференцируемой функции называется главная часть полного приращения, линейная относительно приращений независимых переменных:



.

Дифференциалом 

 независимой переменной xk можно назвать любое не зависящее от x число. Выбрав 

 равным приращению независимой переменной, запишем полный дифференциал в виде



.

Пусть функция 

 дифференцируема в точке x. Тогда в этой точке ее полное приращение



,

поэтому с точностью до бесконечно малой высшего порядка относительно

 полное приращение равно полному дифференциалу:



.

Во многих случаях нахождение полного дифференциала оказывается проще нахождения полного приращения.

Например, пусть требуется вычислить приближенно 

. Полагая 

, 

 и заменяя полное приращение функции 

 ее полным дифференциалом



,

получим



.

Замена полного приращения полным дифференциалом оказывается полезной при оценке погрешности результатов косвенных измерений. Именно, пусть аргументы функции 

 определены с абсолютными погрешностями 

. Тогда абсолютная погрешность результата равна полному приращению



.

Если все погрешности 

 достаточно малы, то можно заменить полное приращение полным дифференциалом, взяв все слагаемые по абсолютной величине:



.

Знаки модуля в последнем выражении можно понимать как следствие того, что точные значения аргументов функции 

 неизвестны (иначе, неизвестны знаки приращений xk) и возможность «взаимоисключающей ошибки» недопустима.

Пусть, например, стороны прямоугольника a, b измерены с погрешностями 

, 

 и равны 

, 

. Тогда абсолютная погрешность измерения площади 

 равна



;

относительная погрешность



.

Замечание 8.5.2. В рассмотренном примере относительные погрешности измерения сторон прямоугольника 

, 

; относительная погрешность произведения оказалась равной сумме относительных погрешностей сомножителей: 

. Действительно,



.

Аналогично можно получить соотношения для относительной погрешности суммы, разности и частного.

Пусть функции 

, 

 дифференцируемы в точке t, а функция 

 дифференцируема в точке 

. Тогда сложная функция




также дифференцируема в точке t, причем ее частные производные



, 

,

где m – число аргументов каждой из функций 

.

В частности, если все функции xk являются функциями одной переменной xs, то производная функции 

 есть производная сложной функции, зависящей от одной переменной xs. Эта производная 



,

называется полной производной.

Из изложенного следует, что представление первого дифференциала в виде



сохраняет справедливость и в том случае, если xk не являются независимыми переменными, а представляет собой дифференцируемые функции аргумента t. Указанное свойство – свойство инвариантности формы первого дифференциала – позволяет установить следующие правила дифференцирования



, 

;



;



;



.

Действительно, пусть, например 

. Тогда



.

Аналогично показывается справедливость остальных соотношений.

8.3 Производные и дифференциалы высших порядков

Пусть частная производная 

 функции 

 определена в некоторой области. Тогда в каждой точке этой области она является функцией от переменных x1, x2,... xn, и ее можно продифференцировать вновь по каждой из этих переменных. Полученные производные называют производными второго порядка:



, 

.

Если при этом 

, то производная называется смешанной частной производной.

Вообще, производной n-го порядка функции 

 называют частную производную от производной 

-го порядка:



.

Если при этом среди чисел s, k1, k2, ..., kn-1 есть различные, то производная называется смешанной частной производной.

Например, вторые производные функции 

 равны



; 

;



; 

.

В рассмотренном примере смешанные частные производные 

 и 

 оказались равными. Можно доказать, что достаточным условием независимости частных производных от порядка дифференцирования является их непрерывность.

Если функция 

 определена в некоторой области, то в каждой точке этой области ее первый дифференциал является функцией от переменных x1, x2, ..., xn. Полный дифференциал этой функции называют вторым дифференциалом:



.

Вообще, дифференциалом n - го порядка называют полный дифференциал от дифференциала 

 - го порядка:



.

Пусть аргументы функции 

 являются независимыми переменными. Тогда дифференциалы 

, 

  не зависят ни от одной из переменных xs, 

. В этом случае второй дифференциал функции равен



.

Функция n переменных вида



,

где aks – не зависящие от xi коэффициенты, называется квадратичной формой от переменных x1, x2, ..., xn. При этом квадратная матрица




называется матрицей квадратичной формы. Квадратичная форма называется симметрической, если ее коэффициенты удовлетворяют условию 

.

Таким образом, второй если аргументы дифференцируемой в точке x функции являются независимыми переменными, то второй дифференциал этой функции представляет собой симметрическую квадратичную форму от переменных dx1, dx2, ..., dxn, коэффициенты которой равны соответствующим частным производным, вычисленным в точке x. Матрица этой квадратичной формы




называется матрицей Гессе функции 

, а определитель этой матрицы называется гессианом функции.

Выражение для второго дифференциала можно записать, используя формальный символ – оператор дифференциала



.

Формально возводя оператор d в квадрат, нетрудно убедиться



,

поэтому выражение для второго дифференциала приобретает вид тождества:



.

Аналогично, для дифференциала n-го порядка



.

Например, пусть требуется найти третий дифференциал функции 

. Имеем



;

вычисляя частные производные, получим



, 

,



, 

.

Следовательно



.

Представление дифференциалов высших порядков в указанном виде справедливо только в том случае, если аргументы функции являются независимыми переменными – дифференциалы высших порядков не обладают свойством инвариантности формы.

8.4 Экстремумы функции нескольких переменных
Пусть функция 

 определена в окрестности точки 

.

Точка 

 называется точкой локального максимума функции 

, если найдется окрестность точки c, в пределах которой значение 

 является наибольшим.

Точка 

 называется точкой локального минимума функции 

, если найдется окрестность точки c, в пределах которой значение 

 является наименьшим.

Точка 

 называется точкой локального экстремума, если она является точкой локального минимума или локального максимума.

Точка 

 называется стационарной точкой функции 

, если в этой точке все частные производные первого порядка обращаются в нуль:

	

, 

.
	(*)


Теорема. Если дифференцируемая в точке 

 функция 

 достигает в этой точке локального экстремума, то точка 

 является стационарной точкой функции 

.

Замечание 8.9.1. Использование условия (*) для отыскания стационарных точек в общем случае приводит к необходимости решения систем нелинейных уравнений. Поэтому нахождение точек возможного экстремума может оказаться сложной задачей даже для сравнительно простых по форме аналитических выражений функции 

.

Пусть дана квадратная матрица




Назовем главными минорами матрицы 

 миноры



; 

; ...; 

.

Теорема. Пусть функция 

 дифференцируема в окрестности точки x и дважды дифференцируема в самой точке x. Пусть также точка x является стационарной точкой функции. Тогда функция 

 имеет в точке x локальный минимум, если все главные миноры матрицы Гессе, вычисленные в точке x, положительны. Функция 

 имеет в точке локальный максимум, если знаки главных миноров матрицы Гессе чередуются по правилу



, 

, 

, ...

Пример. Исследовать на локальный экстремум функцию 

.

Найдем стационарные точки функции. Вычисляя частные производные первого порядка и приравнивая их к нулю, получим систему уравнений



, 

;

единственной стационарной точкой является начало координат 

.

Найдем матрицу Гессе



.

Матрица Гессе оказалась не зависящей от переменных 

. Главные миноры матрицы равны



; 

.

Все главные миноры положительны. Следовательно, в начале координат функция 

 достигает локального минимума.

8.5 Метод наименьших квадратов
При обработке эмпирических данных возникает необходимость восстановления аналитической зависимости, которая являлась бы в некотором смысле наилучшим описанием исследуемой системы.

Пусть значения n независимых переменных



, 

, ..., 


– варьируемых факторов – в процессе исследования допускают произвольное изменение. Пусть выполняется N экспериментов и при каждом наборе 

, 

 независимых переменных измеряется значение отклика системы yu.

Задача состоит в отыскании аналитической зависимости




– экспериментально-статистической модели – такой, чтобы ее значения в точках 

 были по возможности “близки” к экспериментальным значениям yu.

Указанная задача может быть решена различными способами. Как правило, заранее выбирается общий вид модели 

, которая содержит несколько неизвестных параметров b1, b2, ..., bL. При этом логической основой подбора численных значений параметров является принцип максимального правдоподобия – наилучшим описанием является такое, при котором максимальна вероятность получить измеренные значения величин. В теории вероятностей доказывается, что если ошибки эксперимента подчинены т.н. нормальному закону, то наилучшим (в указанном смысле) набором параметров будет такой, при котором сумма квадратов отклонений эмпирических значений yu от значений, вычисленных по модели, обращается в минимум:



, 

.

Методом наименьших квадратов называют метод отыскания такого набора параметров, который обеспечивает выполнение указанного условия. В общем случае метод наименьших квадратов приводит к системе нелинейных уравнений, которая может быть решена только численно.

Однако существует достаточно широкий класс важных для практики моделей, для которых аппарат метода наименьших квадратов допускает простое и компактное представление. Этот класс представлен моделями, линейными по параметрам


.

В этих моделях функции 

, 

 носят название базисных функций. Примерами моделей, линейных по параметрам, являются модели



 (базисные функции: 

, 

);



 (

,

,

);




(

, 

, 

, 

, 

, 

), и т.д.

Для моделей указанного вида




сумма квадратов отклонений от экспериментальных значений yu имеет вид



.

Считая эту сумму функцией L неизвестных параметров, потребуем выполнения необходимого условия локального экстремума



, 

.

Базисные функции не зависят от параметров, поэтому всех 

 производные




равны нулю. Следовательно, в каждой из сумм 

 остается одно ненулевое слагаемое. Нормальная система принимает вид:



, 

.

Меняя порядок суммирования и перенося в правую часть слагаемые, в которые входят эмпирические значения yu, получим:



, 

.

Вновь меняя в левой части порядок суммирования, запишем нормальную систему в виде:

	

, 

.
	(*)


Введем обозначения:



 –

матрица базисных функций;



 –

вектор - столбец искомых параметров;



 –

вектор - столбец откликов.

Тогда нормальную систему (*) можно записать в матричной форме:



.

Пример. Для четырех пар выбранных значений 

 независимых переменных выполнен эксперимент и получены значения отклика zu (см. табл.)

Эмпирические значения отклика

	
	Номер эксперимента

	
	1
	2
	3
	4

	Значения независимых переменных
	


	


	


	



	Значение отклика z
	3,1
	4,8
	6,9
	9,1


Известно, что переменная z зависит от переменной x линейно, а от переменной y – квадратично. Требуется методом наименьших квадратов подобрать параметры модели



.

В данном случае базисные функции



, 

, 

.

Матрица базисных функций:



.

Тогда:



; 

; 

.

Решая систему 

, найдем



.

Искомая модель имеет вид



.

8.6 Условный экстремум. Наибольшее и наименьшее значение в области
В приложениях часто встречается задача отыскания экстремума функции, аргументы которой связаны дополнительными ограничениями – условиями связи.

Пусть дана функция 

 переменных

	

,
	(a)


аргументы которой связаны системой уравнений
	

, 

.
	(b)


Говорят, что функция (a) имеет условный максимум (условный минимум) в точке 

, координаты которой удовлетворяют условиям связи (b), если найдется окрестность точки M0, в пределах которой значение функции (a) в точке M0 является наибольшим (наименьшим) среди значений во всех тех точках окрестности, координаты которых удовлетворяют условиям связи.

Пусть, например, требуется найти экстремум функции 

 при условии, что ее аргументы удовлетворяют условию связи 

; иначе, требуется найти экстремум функции 

 не на всей плоскости, а лишь на прямой 

. Выражая из условия связи какую либо из переменных и подставляя полученное выражение в функцию 

, сведем задачу к отысканию локального экстремума функции одной переменной:



;



;



.

Функция 

 имеет в точке 

 локальный минимум. Поэтому точка 

 будет точкой условного минимума функции 

 при условии связи 

.

В случае 

 переменных для нахождения условного экстремума функции (a) требуется, чтобы функции, входящие в условия связи (b), являлись дифференцируемыми в окрестности точки M0, причем в самой точке M0 якобиан 

, 

 должен быть отличен от нуля. Тогда в окрестности точки M0 существует решение системы (b)



, 

.

Подставляя это решение в функцию (a), сведем вопрос о существовании условного экстремума к вопросу существования безусловного экстремума сложной функции n переменных



.

Последний вопрос может быть решен известными методами.

Пусть функция 

 непрерывна в области D, ограниченной линиями 

, ..., 

.

Непрерывная в области функция достигает в этой области своего наибольшего и наименьшего значений. Эти значения могут достигаться либо на границах области, либо в ее внутренних точках. В последнем случае искомая точка должна являться стационарной точкой функции.

Для нахождения наибольшего и наименьшего значений следует:

1. Найти внутренние точки области, которые являются стационарными точками функции 

. Вычислить значения функции в найденных точках.

2. Найти стационарные точки функции 

 при условиях связи 

, ..., 

 (как и ранее, можно не проверять выполнение достаточных условий существования условных экстремумов).

3. Найти значения функции во всех точках пересечения граничных линий 

, ..., 

.

4. Среди всех найденных значений выбрать наибольшее и наименьшее.

Пример. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

 в треугольнике с вершинами 

, 

, 

.

1. Найдем стационарные точки функции. Имеем



; 

; 

; 

. 

Найденная точка не является внутренней точкой области (она лежит на границе AB), поэтому на данном шаге вычислять значение функции в этой точке нет необходимости (нетрудно также проверить, что функция не имеет в этой точке локального экстремума).

2. Уравнения границ: 

; 

; 

. Найдем стационарные точки:

AB: 

; 

; 

, 

. Ординату точки можно найти из условия связи: 

. Значение функции в этой точке: 

.

BC: 

; 

. Уравнение 

 не имеет корней; на границе BC нет стационарных точек.

CA: 

; 

; 

; 

. Абсциссу найдем из условия связи: 

. Найденная точка совпадает с вершиной 

, поэтому данном шаге вычислять значение функции в этой точке нет необходимости.

3. Существуют три точки пересечения граничных линий – вершины треугольника ABC. Значения функции в этих точках: 

; 

; 

.

4. Наименьшее значение достигается в точке 

: 

. Наибольшее значение достигается в точках 

 и 

: 

.
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